
　反射テスト　解析　漸化式から母関数　01

1. 　次の漸化式をもつ数列の母関数 f(x)を閉じた形で求めよ. また領域と数列の一般項も求めよ.

a0 = 1 , a1 = 1 かつ, 漸化式 an+1 = an + an−1　 (n = 0, 1, 2, 3,… ) が成立.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


2. 　次の漸化式をもつ数列の母関数 f(x)を閉じた形で求めよ. また領域と数列の一般項も求めよ.

a0 = 1 かつ, 漸化式 an+1 = a0an + a1an− 1 + a2an− 2 +…+ ana0　 (n = 0, 1, 2, 3,… ) が成立.
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　反射テスト　解析　漸化式から母関数　01　解答解説
1. 　次の漸化式をもつ数列の母関数 f(x)を閉じた形で求めよ. また領域と数列の一般項も求めよ.

a0 = 1 , a1 = 1 かつ, 漸化式 an+1 = an + an−1　 (n = 0, 1, 2, 3,… ) が成立.

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 +…+ anx

n +…

xf(x) = a0x+ a1x
2 + a2x

3 + a3x
4 +…+ anx

n+1 +…

漸化式から,

　　 f(x) + xf(x) = a0 + (a0 + a1)x(a1 + a2)x
2 + (a2 + a3)x

3 +…+ (an−1 + an)x
n +…

　　 (1 + x)f(x) = a1 + a2x+ a3x
2 + a4x

3 +…
　　 1 + x(1 + x)f(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 +…

　　 1 + (x+ x2)f(x) = f(x)

　　 1 + (x+ x2)f(x) = f(x)

　　 f(x) =
1

1 − x − x2

これが成り立つ領域を調べる.

　 1− x− x2 = 0 の解は, x =
−1±

√
5

2
.

　α =
−1−

√
5

2
, β =

−1 +
√
5

2
とすると,

　 f(x) = − 1
(x− α)(x− β)

= 1
β − α

(
1

x− α
− 1

x− β

)
1

x− α
= − 1

α

(
1 + x

α
+ x2

α2 + x3

α3 +…+ xn

αn +…
)

よって, 公比の絶対値が 1未満であればよいので, x
α

< 1

βに関しても同様に考えて, x
β

< 1

f(x) = − 1
(x− α)(x− β)

= 1
β − α

(
− 1

α

∞∑
k=0

xk

αk
+ 1

β

∞∑
k=0

xk

βk

)
=

∞∑
k=0

1
β − α

(
1

βk+1
− 1

αk+1

)
xk

=
∞∑
k=0

1√
5

{(
1 +

√
5

2

)k+1

−
(

1−
√
5

2

)k+1
}
xk

よって一般項は　 Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n+1

−
(

1 −
√
5

2

)n+1
}

収束条件は　 x
α

< 1 かつ x
β

< 1 　⇔　 1 −
√
5

2
< x <

√
5 − 1

2

★フィボナッチ数列　 Fn =
1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n+1

−
(

1 −
√
5

2

)n+1
}
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2. 　次の漸化式をもつ数列の母関数 f(x)を閉じた形で求めよ. また領域と数列の一般項も求めよ.

a0 = 1 かつ, 漸化式 an+1 = a0an + a1an− 1 + a2an− 2 +…+ ana0　 (n = 0, 1, 2, 3,… ) が成立.

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5 +…+ anx
n +…

{f(x)}2 = a20 + (a0a1 + a1a0)x+ (a0a2 + a1a1 + a2a0)x
2 + (a0a3 + a1a2 + a2a1 + a3a0)x

2 +…
= a1 + a2x+ a3x

2 + a4x
3 +…

　∴ x {f(x)}2 + a0 = a0 + a1x+ a2x
2 +…

y = f(x) とおくと, xy2 + 1 = y　⇔　 xy2 − y + 1 = 0　⇔　 y =
1±

√
1− 4x
2x

x → 0 のとき,

　 1−
√
1− 4x
2x

= 4x
2x

(
1 +

√
1− 4x

) = 2
1 +

√
1− 4x

→ 1

　 1 +
√
1− 4x
2x

= 4x
2x

(
1−

√
1− 4x

) = 2
1−

√
1− 4x

は発散.

x = 0 で連続になることを考えると, 　 f(x) =
1 −

√
1 − 4x

2x

実数値関数であるから, 1− 4x >= 0　⇔　 x <=
1
4

.

g(x) =
√
1− 4x とおくと, g(0) = 1.

dn

dxn

√
x = 1

2
・−1

2
・−3

2
・−5

2
・…・3− 2n

2
・x

1−2n
2 (n = 1, 2, 3,…) であるから,

g(n)(x) = 1
2
・−1

2
・−3

2
・−5

2
・…・3− 2n

2
・(−4)n(1− 4x)

1−2n
2

g(n)(0) = 1
2
・−1

2
・−3

2
・−5

2
・…・3− 2n

2
・(−4)n

= −2n・1・3・…・(2n− 3)

= −2n・ (2n− 2)!

2・4・6・…・(2n− 2)

= −2n・ (2n− 2)!

2n−1・1・2・3・…・(n− 1)

= −2n・ (2n− 2)!

2n−1・(n− 1)!

= − 2n

2n−1・
(2n− 2)!

(n− 1)!
・(n− 1)!

(n− 1)!

= −2(n− 1)!・ (2n− 2)!

(n− 1)!(n− 1)!

= −2(n− 1)! 2n−2Cn−1

g′(0) = −2・0!・0C0 = −2 , g′′(0) = −2・1!・2C1 = −4 , g′′′(0) = −2・2!・4C2 = −24 , … , g(n+1)(0) = −2・n!・2nCn

f(x) =
1− g(x)

2x
　であるから,

2xf(x) = 1− g(x) = 1−
{
g(0) +

g′(0)

1!
x+

g′′(0)

2!
x2 +

g′′′(0)

3!
x3 +…+

g(n+1)(0)

(n+ 1)!
xn+1 +…

}
= 2x+ 2x2 + 4x3 +…+

2・n!・2nCn

(n+ 1)!
xn+1 +…

f(x) = 1 + 1x+ 2x2 +…+ 2nCn

n+ 1
xn +…　⇒　数列の一般項は　 Cn = 2nCn

n + 1
　　★カタラン数

f(x)の収束するための条件を調べる. n → ∞ のとき,

　 Cn+1

Cn
=

(2n+ 2)!・xn+1

(n+ 1)!・(n+ 1)!・(n+ 2)
・n!・n!・(n+ 1)

(2n)!・xn =
(2n+ 2)(2n+ 1)x

(n+ 1)(n+ 2)
=

(
2 + 2

n

) (
2 + 1

n

)
x(

1 + 1
n

) (
1 + 2

n

) → 4x

よって, 実数値関数の条件と 4x < 1 から, − 1

4
< x <

1

4
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