
　反射テスト　解析　マクローリン展開　03

1. 　次の関数をマクローリン展開せよ. また解析関数になるための領域も求めよ.

（1）　 f(x) =
x(x+ 1)

(1− x)3

（2）　 f(x) = 1
x2 − 2x− 1

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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2. 　次の関数をマクローリン展開せよ. また解析関数になるための領域も求めよ.

（1）　 x < 1 のとき, f(x) =
x(x2 + 4x+ 1)

(1− x)4

（2）　 f(x) = 1
1− x− x2
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　反射テスト　解析　マクローリン展開　03　解答解説
1. 　次の関数をマクローリン展開せよ. また解析関数になるための領域も求めよ.

★マクローリン展開 (Maclaurin expansion )

　 f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

f(0)

0!
+

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +…

これが収束するような領域をもつとき, f(x)を解析関数という.

（1）　 f(x) =
x(x+ 1)

(1− x)3

f(x) =
x(x+ 1)

2
d2

dx2
1

1− x

=
x(x+ 1)

2
d2

dx2

(
1 + 1x+ 1x2 + 1x3 + 1x4 +…+ 1xn +…

)
かつ x < 1

=
x(x+ 1)

2
d
dx

(
0 + 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 +…+ nx(n−1) +…

)
= x2 + x

2

(
2 + 6x+ 12x2 +…+ (n− 1)nx(n−2) +…

)
= 1

2

(
2x2 + 6x3 + 12x4 +…+ (n− 1)nxn +…

)
+ 1

2

(
2x+ 6x2 + 12x3 +…+ (n− 1)nx(n−1) + n(n+ 1)xn +…

)
= 1

2

{
2x+ 8x2 + 18x3 +…+ (n2 − n+ n2 + n)xn +…

}
= x + 4x2 + 9x3 + 16x4 +…+ n2xn +…　かつ − 1 < x < 1

☆これは数列 an = n2の母関数である.

☆ d2

dx2

(
1

1− x

)
= 2!

(1− x)2
　⇔　 1

(1− x)2
= 1

2!
d2

dx2

(
1

1− x

)

（2）　 f(x) = 1
x2 − 2x− 1

　 x2 − 2x− 1 = 0　⇔　 x = 1±
√
2

α = 1−
√
2 , β = 1 +

√
2 とおくと,

f(x) = 1
(x− α)(x− β)

= 1
α− β

(
1

x− α
− 1

x− β

)
1

x− α
= − 1

α

(
1 + x

α
+ x2

α2 + x3

α3 +…+ xn

αn +…
)
かつ x

α
< 1 であるから,

f(x) = 1
(x− α)(x− β)

= 1
α− β

(
− 1

α

∞∑
k=0

xk

αk
+ 1

β

∞∑
k=0

xk

βk

)
　かつ x

α
< 1 かつ x

β
< 1

=
∞∑
k=0

1
α− β

(
1

βk+1
− 1

αk+1

)
xk　かつ x

α
< 1 かつ x

β
< 1

=
∞∑

k=0

1

2
√
2

{
1

(1 −
√
2)k+1

− 1

(1 +
√
2)k+1

}
xk　かつ 1 −

√
2 < x <

√
2 − 1

☆整式の筆算 1÷ (−1− 2x+ x2) を行うと,

f(x) = −1 + 2x− 5x2 + 12x3 − 29x4 +…

k = 0 のとき, 1

2
√
2

(
1

1−
√
2

− 1

1 +
√
2

)
= −1

これだけでもかなり精度の高い見直しができる.
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2. 　次の関数をマクローリン展開せよ. また解析関数になるための領域も求めよ.

（1）　 x < 1 のとき, f(x) =
x(x2 + 4x+ 1)

(1− x)4

f(x) =
x(x2 + 4x+ 1)

3!
d3

dx3
1

1− x
かつ x < 1

=
x(x2 + 4x+ 1)

6
d3

dx3

(
1 + 1x+ 1x2 + 1x3 +…+ 1xn +…

)
=

x(x2 + 4x+ 1)

6
d2

dx2

(
1 + 2x+ 3x2 + 4x3 +…+ nxn−1 +…

)
=

x(x2 + 4x+ 1)

6
d
dx

(
2 + 6x+ 12x2 + 20x3 +…+ (n− 1)nxn−2 +…

)
= x3 + 4x2 + x

6

(
6 + 24x+ 60x2 + 120x3 +…+ (n− 2)(n− 1)nxn−3 +…

)
= 1

6

{
x3

∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)(k + 3)xk + 4x2
∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)(k + 3)xk + x
∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)(k + 3)xk

}
= 1

6

{ ∞∑
k=3

(k − 2)(k − 1)kxk +
∞∑
k=2

4(k − 1)k(k + 1)xk +
∞∑
k=1

k(k + 1)(k + 2)xk

}
=

1・2・3
6

x+ 1
6
(4・1・2・3 + 2・3・4)x2 + 1

6

∞∑
k=3

{
(k − 2)(k − 1)k + 4(k − 1)k(k + 1) + k(k + 1)(k + 2)xk

}
xk

=
∞∑

k=0

k3xk　かつ − 1 < x < 1

☆これは数列 an = n3の母関数である.

☆ d3

dx3

(
1

1− x

)
= 3!

(1− x)3
　⇔　 1

(1− x)3
= 1

3!
d3

dx3

(
1

1− x

)

（2）　 f(x) = 1
1− x− x2

　 1− x− x2 = 0　⇔　 x =
−1±

√
5

2

α =
−1−

√
5

2
, β =

−1 +
√
5

2
とおくと,

f(x) = − 1
(x− α)(x− β)

= 1
β − α

(
1

x− α
− 1

x− β

)
1

x− α
= − 1

α

(
1 + x

α
+ x2

α2 + x3

α3 +…+ xn

αn +…
)
かつ x

α
< 1 であるから,

f(x) = − 1
(x− α)(x− β)

= 1
β − α

(
− 1

α

∞∑
k=0

xk

αk
+ 1

β

∞∑
k=0

xk

βk

)
　かつ x

α
< 1 かつ x

β
< 1

=
∞∑
k=0

1
β − α

(
1

βk+1
− 1

αk+1

)
xk

=
∞∑

k=0

1√
5

{(
1 +

√
5

2

)k+1

−
(

1 −
√
5

2

)k+1
}
xk　かつ 1 −

√
5

2
< x <

√
5 − 1

2

☆整式の筆算 1÷ (1− x− x2) を行うと,

f(x) = 1 + 1x+ 2x2 + 3x3 + 5x4 + 8x5 +…+ Fnx
n +…

★フィボナッチ数列の母関数であることがわかる.

また, k = 0, 1, 2くらいまでは見直ししてみるとよい.
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