
　反射テスト　証明問題　三角形　五心とその関係　02

1. 　 　 をうめよ.（ S 級 2分 30秒, A級 4分, B 級 6分, C 級 8分 ）
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★三角形の内心
三角形の内心は, その三角形の 3つの角の二等分線の交点である.

また, 3つの角の二等分線は必ず 1点で交わる.

証明
△ABCの∠Bの二等分線と∠Cの二等分線の交点を Iとする.

点 Iから辺 BC,CA,ABに下ろした垂線の足をそれぞれ S,T,Uとする.（左図）

△IBUと△IBSは, 斜辺 IBが共通で, もう 1つの鋭角も等しい（∠IBU = ∠IBS）.
直角三角形の 　　 条件を満たすので, これらは 　　 . 　⇒　 IU = IS

△ICSと△ICTは, 斜辺 ICが共通で, もう 1つの鋭角が等しい（∠ICS = ∠ 　　　 ）.

直角三角形の 　　 条件を満たすので, これらは 　　 . 　⇒　 IS = 　　

　∴　 IS = IT = IU　　⇒　　点 Iを中心に半径 ISの円を描けば△ABCに内接するから, 点 Iは 　　 である.

このとき, △AITと△AIUは, 斜辺 IAが共通で, もう 1つの辺が等しい（IT = IU）直角三角形であるから 　　 .

⇒　∠IAT = ∠IAU　⇒　 AIは∠Aの二等分線であるから, △ABCの 3つの角の二等分線は必ず 1点で交わる.

2. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）
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定義
三角形の各頂点から対辺へ垂線を引く. このときの 3つの垂線は 1点で交わる.

その点をその三角形の 　　 という.

★ △ABCの 　　 は△PQRの 　　 である.

証明
△ABCの各頂点から垂線を引き, 垂線の足を左図のように P,Q,Rとする.

3つの垂線の交点 Hは△ABCの 　　 である. 　

次に△PQRについて考える.

△ABQと△ACRにおいて,

{
∠BAQ = ∠ 　　　 　 (共通）
∠BQA = ∠ 　　　 　 (仮定）

　⇒　二角相等から, △ABQ∽△ACR　⇒　∠ABQ = ∠ 　　　 　… 1⃝

四角形 RBPHにおいて, ∠BRH = ∠HPB = 90◦だから, 四角形の対角の和が 180◦になる.

よって, 四角形 RBPHは 　 に 　　 する. 　⇒　

(

HRの円周角は等しいから, 　∠RBH = ∠R 　 H　… 2⃝

四角形 QCPHにおいても同様に考えれば, 　∠QCH = ∠Q 　 H　… 3⃝

1⃝～ 3⃝より, 　∠RPH = ∠QPH　⇒　 PHは∠RPQの 　　　 線である. 　… 4⃝

同様に考えれば,

{
QHは ∠P 　　 の 　　　 線である. 　… 5⃝
RHは ∠Q 　　 の 　　　 線である. 　… 6⃝

4⃝～ 6⃝より, 点 Hは△PQRの 　　 である.

以上の結果から, △ABCの 　　 は△PQRの 　　 である.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


3. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）
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★ △ABCの傍接円
定義
三角形の三辺（延長線も含む）と接する円は内接円以外に,

左図のように円 J1, J2, J3の 3つがある.

これらを△ABCの傍接円という.

また, 傍接円の中心 J1, J2, J3は△ABCの傍心という.
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★傍心は三角形の外角の二等分線の交点　… 1⃝
証明
傍接円 J1について調べてみよう.

△J1BSと△J1BTにおいて,

　 J1B = J1B (共通）
　 J1S = 　　 (円 J1の半径）

　　　　　　　　　 が等しい直角三角形であるから,

　△J1BS≡△J1BT　⇒　　∠J1BS = ∠ 　　　
同様に　∠J1CT = ∠J1CUであるので,

傍接円の中心 J1は, △ABCの∠Bと∠Cの外角の二等分線の交点であることがわかる.

また同様にして, △AJ1S≡△AJ1Uが証明できるので, ∠J1AS = ∠J1AUである. 　… 2⃝

4. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）
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★ △ABCの 　　 は△J1J2J3の 　　 である.

証明
△ABCの傍心を左図のように J1, J2, J3とする.

（ 1⃝と 2⃝から左図のよう等角記号が書ける. ）

2⃝から, AJ1は∠CABの 　　　 線である.

同様に考えれば, BJ2,CJ3もそれぞれ∠ABC,∠BCAの 　　　 線である.

つまり点 Iは△ABCの 3つの角の 　　　 線の交点となり,

△ABCの 　　 であることがわかる.

△J1J2J3について考えよう.

1⃝と 2⃝から, 　∠J1AB = ∠J1AC　かつ　∠BAJ3 = ∠CAJ2
2つ式の両辺の和から　∠J1AB+ ∠BAJ3 = ∠J1AC+ ∠CAJ2　⇒　∠J1AJ3 = ∠ 　　　

∠J1AJ3 + ∠ 　　　 = 180◦であるから, 　∠J1AJ3 = 180◦ ÷ 2 = 90◦

ゆえに　 AJ1⊥ 　　　 である. 同様にして, BJ2⊥ 　　　 かつ CJ3⊥ 　　　

これらから, 点 Iは△J1J2J3の 　　 である.

以上の結果から, △ABCの 　　 は△J1J2J3の 　　 である.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


　反射テスト　証明問題　三角形　五心とその関係　02　解答解説
1. 　 　 をうめよ.（ S 級 2分 30秒, A級 4分, B 級 6分, C 級 8分 ）

A

B C

I

S

TU

•• ◦◦

★三角形の内心
三角形の内心は, その三角形の 3つの角の二等分線の交点である.

また, 3つの角の二等分線は必ず 1点で交わる.

証明
△ABCの∠Bの二等分線と∠Cの二等分線の交点を Iとする.

点 Iから辺 BC,CA,ABに下ろした垂線の足をそれぞれ S,T,Uとする.（左図）

△IBUと△IBSは, 斜辺 IBが共通で, もう 1つの鋭角も等しい（∠IBU = ∠IBS）.
直角三角形の 合同 条件を満たすので, これらは 合同 . 　⇒　 IU = IS

△ICSと△ICTは, 斜辺 ICが共通で, もう 1つの鋭角が等しい（∠ICS = ∠ ICT ）.
直角三角形の 合同 条件を満たすので, これらは 合同 . 　⇒　 IS = IT

　∴　 IS = IT = IU　　⇒　　点 Iを中心に半径 ISの円を描けば△ABCに内接するから, 点 Iは 内心 である.

このとき, △AITと△AIUは, 斜辺 IAが共通で, もう 1つの辺が等しい（IT = IU）直角三角形であるから 合同 .

⇒　∠IAT = ∠IAU　⇒　 AIは∠Aの二等分線であるから, △ABCの 3つの角の二等分線は必ず 1点で交わる.

2. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）

A
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定義
三角形の各頂点から対辺へ垂線を引く. このときの 3つの垂線は 1点で交わる.

その点をその三角形の 垂心 という.

★ △ABCの 垂心 は△PQRの 内心 である.

証明
△ABCの各頂点から垂線を引き, 垂線の足を左図のように P,Q,Rとする.

3つの垂線の交点 Hは△ABCの 垂心 である. 　

次に△PQRについて考える.

△ABQと△ACRにおいて,

{
∠BAQ = ∠ CAR 　 (共通）
∠BQA = ∠ CRA 　 (仮定）

　⇒　二角相等から, △ABQ∽△ACR　⇒　∠ABQ = ∠ ACR 　… 1⃝

四角形 RBPHにおいて, ∠BRH = ∠HPB = 90◦だから, 四角形の対角の和が 180◦になる.

よって, 四角形 RBPHは 円 に 内接 する. 　⇒　

(

HRの円周角は等しいから, 　∠RBH = ∠R P H　… 2⃝

四角形 QCPHにおいても同様に考えれば, 　∠QCH = ∠Q P H　… 3⃝

1⃝～ 3⃝より, 　∠RPH = ∠QPH　⇒　 PHは∠RPQの 二等分 線である. 　… 4⃝

同様に考えれば,

{
QHは ∠P QR の 二等分 線である. 　… 5⃝

RHは ∠Q RP の 二等分 線である. 　… 6⃝

4⃝～ 6⃝より, 点 Hは△PQRの 内心 である.

以上の結果から, △ABCの 垂心 は△PQRの 内心 である.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


3. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）

A

B C

J1

J2
J3

★ △ABCの傍接円
定義
三角形の三辺（延長線も含む）と接する円は内接円以外に,

左図のように円 J1, J2, J3の 3つがある.

これらを△ABCの傍接円という.

また, 傍接円の中心 J1, J2, J3は△ABCの傍心という.
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★傍心は三角形の外角の二等分線の交点　… 1⃝
証明
傍接円 J1について調べてみよう.

△J1BSと△J1BTにおいて,

　 J1B = J1B (共通）
　 J1S = J1T (円 J1の半径）

斜辺ともう 1つの辺 が等しい直角三角形であるから,

　△J1BS≡△J1BT　⇒　　∠J1BS = ∠ J1BT

同様に　∠J1CT = ∠J1CUであるので,

傍接円の中心 J1は, △ABCの∠Bと∠Cの外角の二等分線の交点であることがわかる.

また同様にして, △AJ1S≡△AJ1Uが証明できるので, ∠J1AS = ∠J1AUである. 　… 2⃝

4. 　 　 をうめよ.（ S 級 3分, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）
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★ △ABCの 内心 は△J1J2J3の 垂心 である.

証明
△ABCの傍心を左図のように J1, J2, J3とする.

（ 1⃝と 2⃝から左図のよう等角記号が書ける. ）

2⃝から, AJ1は∠CABの 二等分 線である.

同様に考えれば, BJ2,CJ3もそれぞれ∠ABC,∠BCAの 二等分 線である.

つまり点 Iは△ABCの 3つの角の 二等分 線の交点となり,

△ABCの 内心 であることがわかる.

△J1J2J3について考えよう.

1⃝と 2⃝から, 　∠J1AB = ∠J1AC　かつ　∠BAJ3 = ∠CAJ2
2つ式の両辺の和から　∠J1AB+ ∠BAJ3 = ∠J1AC+ ∠CAJ2　⇒　∠J1AJ3 = ∠ J1AJ2

∠J1AJ3 + ∠ J1AJ2 = 180◦であるから, 　∠J1AJ3 = 180◦ ÷ 2 = 90◦

ゆえに　 AJ1⊥ J2J3 である. 同様にして, BJ2⊥ J3J1 かつ CJ3⊥ J1J2

これらから, 点 Iは△J1J2J3の 垂心 である.

以上の結果から, △ABCの 内心 は△J1J2J3の 垂心 である.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html

