
　反射テスト　平面図形　証明　傍心と外心の距離　01

1. 　△ABC の傍接円と外接円を考える. ただし傍接円は線分 BCに接するものとする. 傍心を J , 外心をO , 傍接円の半径を r ,

外接円の半径を Rとする. 直線 AJと外接円の交点のうち, Aではない方を Dとする. 直線 DOと外接円の交点のうち, Dでは
ない方を Eとする.また傍心 Jから ABに下ろした垂線の足を Nとする. また直線 OJと外接円との交点を下図のように P,Q

とする. （ S 級 6分, A級 8分, B 級 10分, C 級 12分 ）　
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（1）　 BD = JD を証明せよ.

（2）　△ANJ∽ △EBD を証明せよ.

（3）　 2Rr = AJ · JD を証明せよ.

（4）　 d2 = R2 + 2Rr を証明せよ.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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2. 　下図と正弦定理・余弦定理を用いて, d2 = R2 + 2Rrを証明する. 前問で証明した BD = JDは証明なしに用いてよい.

　△ABC の外接円Oと線分 BCに接する傍接円 Jを考える. 外心をO, 傍心を J , 外接円Oの半径をR, 傍接円 Jの半径を r ,

外心 Oと傍心 Jとの距離を dとする. AEと外接円 Oの交点のうち Aではないものを Dとする.

（ S 級 4分, A級 6分, B 級 8分, C 級 10分 ）　
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（1）　△AJNから, AJを rと sin A
2
を用いて表せ.

（2）　△EBDに正弦定理を適用し, BDを Rと sin A
2
を用いて表せ.

（3）　△OADから, ADを Rと cos∠OADを用いて表せ.

（4）　△OAJに余弦定理を適用し, d2 を R , AJ , cos∠OAJを用いて表せ.

（5）　以上の結果から, d2 = R2 + 2Rrを導け.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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　反射テスト　平面図形　証明　傍心と外心の距離　01　解答解説
1. 　△ABC の傍接円と外接円を考える. ただし傍接円は線分 BCに接するものとする. 傍心を J , 外心をO , 傍接円の半径を r ,

外接円の半径を Rとする. 直線 AJと外接円の交点のうち, Aではない方を Dとする. 直線 DOと外接円の交点のうち, Dでは
ない方を Eとする.また傍心 Jから ABに下ろした垂線の足を Nとする. また直線 OJと外接円との交点を下図のように P,Q

とする. （ S 級 6分, A級 8分, B 級 10分, C 級 12分 ）　
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（1）　 BD = JD を証明せよ.

（2）　△ANJ∽ △EBD を証明せよ.

（3）　 2Rr = AJ · JD を証明せよ.

（4）　 d2 = R2 + 2Rr を証明せよ.

解答解説
(1)　△DJBにおいて,

　

∠DJB = ∠JBN − ∠JAB ∵ ∠JBNは△JABの外角.

= ∠JBC − ∠DAC ∵ 傍心は内角 A,外角 Bの二等分線上.

= ∠JBC − ∠DBC ∵ 外接円の

(

DCの円周角は等しい.

= ∠DBJ

以上から, △DJBは二等辺三角形. ゆえに, BD = JD .

(2)

　

△ANJ と △EBD において,

∠JAN = ∠DEB ∵ 外接円の

(

BDの円周角は等しい.

∠ANJ = ∠EBD ∵ Nは傍接円の接点, DEは直径なので,ともに 90◦.

△ANJ ∽ △EBD ∵ 二角相等

(3)

　 (2)から, AJ : NJ = ED : BD　⇔　 NJ · ED = AJ · BD
　　 NJ = r , ED = 2R であるから, 2Rr = AJ · BD
　 (1)から, BD = JD であるから, 2Rr = AJ · JD
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(4)　方べきの定理より, JD · JA = JP · JQ
これを (3)の等式に代入して,

　

2Rr = AJ · JD

= JP · JQ

= (OJ−OP) · (OJ + OQ)

= (d−R) · (d+R)

= d2 −R2

ゆえに, d2 = R2 + 2Rr .

☆別解 (4) Oから AJに垂線 OHを下ろして, 三平方の定理を用いてもよい.

　 OH2 = R2 −
(
AD
2

)2

= d2 −
(
AD
2

+ DJ
)2

より, R2 = d2 −DJ ·AJ が求められる.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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2. 　下図と正弦定理・余弦定理を用いて, d2 = R2 + 2Rrを証明する. 前問で証明した BD = JDは証明なしに用いてよい.

　△ABC の外接円Oと線分 BCに接する傍接円 Jを考える. 外心をO, 傍心を J , 外接円Oの半径をR, 傍接円 Jの半径を r ,

外心 Oと傍心 Jとの距離を dとする. AEと外接円 Oの交点のうち Aではないものを Dとする.

（ S 級 4分, A級 6分, B 級 8分, C 級 10分 ）　
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（1）　△AJNから, AJを rと sin A
2
を用いて表せ.

（2）　△EBDに正弦定理を適用し, BDを Rと sin A
2
を用いて表せ.

（3）　△OADから, ADを Rと cos∠OADを用いて表せ.

（4）　△OAJに余弦定理を適用し, d2 を R , AJ , cos∠OAJを用いて表せ.

（5）　以上の結果から, d2 = R2 + 2Rrを導け.

解答解説
(1) △AJNは直角三角形であるから,

　　 JN = AJ sin A
2
　⇔　AJ =

r

sin
A

2

.

(2) △EBDに正弦定理を適用して,

　　 BD

sin A
2

= 2R　⇔　BD = 2R sin
A

2
.

(3) △OADは二等辺三角形であるから,

　　 AD = 2OAcos∠OAD .

⇔　 AD = 2R cos∠OAD .

(4) △OAJに余弦定理を適用して,

　　 OJ2 = OA2 +AJ2 − 2OA ·AJ cos∠OAJ

⇔　 d2 = R2 +AJ2 − 2R ·AJ cos∠OAJ .

(5)

　 (3)から, cos∠OAJ = cos∠OAD = AD
2R

.

　以上の結果から,

　

d2 = R2 +AJ2 − 2R ·AJ cos∠OAJ

= R2 +AJ2 − 2R ·AJ · AD
2R

= R2 +AJ (AJ−AD)

= R2 +AJ · JD
= R2 +AJ · BD
= R2 + r

sin A
2

· 2R sin A
2

= R2 + 2Rr

★オイラーの定理 オイラーの定理の幾何的証明参照.

　 d2 = R2 − 2Rr　 ( 内接円の半径を r, 三角形の外接円の半径をR, 内心と外心の距離を d ) .

オイラーの定理の傍心版が, この反射テストのテーマ.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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