
　反射テスト　積分　曲線の長さ　01

1. 　次の関数について（　）内の定義域における曲線の長さを求めよ.（ S 級 4分 10秒, A級 6分, B 級 9分, C 級 13分 ）

（1）　 x = 3 + 2 cos t , y = 2 sin t　
(
0 <= t <=

π
3

)
（2）　 x = 2t3 , y = 3t2　 ( 0 <= t <= 1 )

（3）　 x = cos3 t , y = sin3 t　
(
0 <= t <=

π
4

)
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2. 　次の関数について（　）内の定義域における曲線の長さを求めよ.（ S 級 4分 40秒, A級 7分, B 級 11分, C 級 15分 ）

（1）　 x = 5− 3 cos t , y = 3 sin t+ 1　
(
0 <= t <=

π
4

)
（2）　 x = t3 − 3t2 , y = 12

5

√
2t5　 ( 0 <= t <= 3 )

（3）　 x = t− sin t , y = 1− cos t　 ( 0 <= t <= π )
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　反射テスト　積分　曲線の長さ　01　解答解説
1. 　次の関数について（　）内の定義域における曲線の長さを求めよ.（ S 級 4分 10秒, A級 6分, B 級 9分, C 級 13分 ）

★曲線の長さ

　


曲線 x = f(t) , y = g(t) ( a <= t <= b ) ⇒　曲線の長さは,

∫ b

a

√
{f ′(t)}2 + {g′(t)}2 dt

曲線 y = f(x) ( a <= x <= b ) ⇒　曲線の長さは,

∫ b

a

√
1 + {f ′(x)}2 dx

☆注意　 tについて積分するのか, xについて積分するのかに注意.

（1）　 x = 3 + 2 cos t , y = 2 sin t　
(
0 <= t <=

π
3

)
dx
dt = −2 sin t , dy

dt = 2 cos t

　
∫ π

3

0

√
(−2 sin t)2 + (2 cos t)2 dt

= 2

∫ π
3

0

1 dt

= 2 [ t ]
π
3
0 =

2

3
π　…答え

☆媒介変数表示をグラフに表せば, 半径 2の円である.

よって, 題意は半径 2, 中心角π
3の弧の長さであり,

　　 2× π
3 = 2

3π　となる.

これはどちらの方法でもできるようにしておこう.

（2）　 x = 2t3 , y = 3t2　 ( 0 <= t <= 1 )

dx
dt = 6t2 , dy

dt = 6t

☆ s = t2 + 1とおいて, ds = 2tdt ⇔ tdt = 1
2ds

　 t = 0 → t = 1 ⇔ s = 1 → s = 2

　
∫ 1

0

√
(6t2)2 + (6t)2 dt

= 6

∫ 1

0

t
√
t2 + 1 dt

= 3

∫ 2

1

√
s ds　←☆置換

= 3・
[
2
3
s

3
2

]2
1

= 2
(√

2
3 − 13

)
= 2

(
2
√
2 − 1

)
　…答え

（3）　 x = cos3 t , y = sin3 t　
(
0 <= t <=

π
4

)
dx
dt = −3 cos2 t sin t , dy

dt = 3 sin2 t cos t

　
∫ π

4

0

√
(−3 cos2 t sin t)2 + (3 sin2 t cos t)2 dt

= 3

∫ π
4

0

√
cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t dt

= 3

∫ π
4

0

√
sin2 t cos2 t(cos2 t+ sin2 t) dt

= 3

∫ π
4

0

sin t cos t dt

= 3

∫ π
4

0

sin t cos t dt　←☆

= 3

∫ π
4

0

1
2 sin 2t dt =

3
2

∫ π
4

0

sin 2t dt

= 3
2

[
1
2
・(− cos 2t)

]π
4

0
=

3

4
　…答え

☆ 0 <= t <=
π
4 において, sin t cos t >= 0
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2. 　次の関数について（　）内の定義域における曲線の長さを求めよ.（ S 級 4分 40秒, A級 7分, B 級 11分, C 級 15分 ）

（1）　 x = 5− 3 cos t , y = 3 sin t+ 1　
(
0 <= t <=

π
4

)
dx
dt = 3 sin t , dy

dt = 3 cos t

　
∫ π

4

0

√
(3 sin t)2 + (3 cos t)2 dt

= 3

∫ π
4

0

1 dt

= 3 [ t ]
π
4
0 =

3

4
π　…答え

☆別解
　 3・π

4
= 3

4
π

（2）　 x = t3 − 3t2 , y = 12
5

√
2t5　 ( 0 <= t <= 3 )

dx
dt = 3t2 − 6t , dy

dt = 12
5

√
2・5

2 t
3
2 = 6

√
2t

3
2

☆ s = t2 + 1とおいて, ds = 2tdt ⇔ tdt = 1
2ds

　 t = 0 → t = 1 ⇔ s = 1 → s = 2

　
∫ 3

0

√
(3t2 − 6t)2 +

(
6
√
2t

3
2

)2

dt

=

∫ 3

0

√
9t4 − 36t3 + 36t2 + 72t3 dt

= 3

∫ 3

0

√
t4 + 4t3 + 4t2 dt

= 3

∫ 3

0

√
(t2 + 2t)2 dt

= 3

∫ 3

0

(t2 + 2t)2 dt

= 3

∫ 3

0

(t2 + 2t) dt　←☆

= 3
[
1
3
t3 + t2

]3
0
= 3{(9 + 9)− (0− 0)} = 54　…答え

☆ 0 <= t <= 3 において, t2 + 2t >= 0

（3）　 x = t− sin t , y = 1− cos t　 ( 0 <= t <= π )

dx
dt = 1− cos t , dy

dt = sin t

　
∫ π

0

√
(1− cos t)2 + (sin t)2 dt

=

∫ π

0

√
2− 2 cos t dt

=
√
2

∫ π

0

√
1− cos t dt

=
√
2

∫ π

0

√
1− (1− 2 sin2 t

2 ) dt

=
√
2・
√
2

∫ π

0

sin t
2 dt

= 2

∫ π

0

sin t
2 dt　←☆

= 2
[
2・

(
− cos t

2

)]π
0

= −4
[
cos t

2

]π
0
= −4

(
cos π

2
− cos 0

)
= 4　…答え

☆ 0 <= t <= π において, sin t
2
>= 0
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