
　反射テスト　微分　最大最小　応用　01

1. 　次の関数の最小値を求めよ. （ S 級 2分, A級 3分, B 級 4分, C 級 5分 ）
　　 y = xx . ただし, x > 0 .

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


2. 　自然数 nに対して, n
1
n の最大値を求めよ. （ S 級 6分, A級 8分, B 級 11分, C 級 15分 ）

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


　反射テスト　微分　最大最小　応用　01　解答解説
1. 　次の関数の最小値を求めよ. （ S 級 2分, A級 3分, B 級 4分, C 級 5分 ）
　　 y = xx . ただし, x > 0 .

対数微分法を用いる.

log y = x log x

(log y)
′

= (x log x)
′

y′

y
= 1 + log x

y′ = xx (1 + log x)

　 x > 0 から, xx > 0 である. ⇒　 y′ = 0 を解いて, x = 1
e .

x 0 … 1
e …

y′ − 0 +

y 極小値

増減表から, y = xx の最小値は, x =
1

e
のときの, y =

(
1

e

) 1
e

.

　　　　　

1

y = xx

最小値
(

1
e ,
(
1
e

) 1
e

)
x

y

O

　

☆ y = xx のグラフ

y′′ = xx (1 + log x)
2
+ xx

x
x > 0 において,

xx (1 + log x)
2 >= 0 かつ xx

x
> 0 であるから,

y′′ > 0 となり, y = xx は 凹型の関数である .

グラフを描く上で難しいのは, x = 0 の極限値.

y = xx = ex log x と考える.

x = 1
z とすると, x log x = − log z

z

x → +0 のとき, z → ∞ から, − log z
z → 0

よって, x log x → 0 となって, xx → 1 .

log z
z → 0 の証明は, z = ew とおいて,

ew > 1 + w + 1
2w

2 から言う.
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2. 　自然数 nに対して, n
1
n の最大値を求めよ. （ S 級 6分, A級 8分, B 級 11分, C 級 15分 ）

　実数 x > 0 に対して, y = x
1
x を考える.

　両辺の自然対数をとると,

　　

log y = log x
1
x ← 両辺の自然対数をとる.

(log y)′ =
(
1
x

log x
)′

← 両辺を xについて微分する.

y′

y
=

(
1
x

)′
log x+ 1

x
· (log x)′

y′

y
= − 1

x2 log x+ 1
x2

y′ =
y

x2 (1− log x)

y′ = x
1
x−2 (1− log x)

　増減表

　　
x 0 … e …
y′ 値なし + 0 −
y 値なし ↗ 極大値 ↘

　 xが自然数のとき, x = e の前後に yの最大値がありそう.

ネイピア数 eはおよそ 2.718くらいなので, x = 2 のときと, x = 3 のときを比較する.

　 2
1
2 と 3

1
3 の大小関係は,

　両者ともに 6乗すれば, 23 と 32 となる. 後者の方が大きいから, 増減表の結果と合わせて, x が自然数のとき,

　　 1
1
1 < 2

1
2 < 3

1
3 > 4

1
4 > 5

1
5 >… となる.

　　　 n
1
n は, n = 3 のとき, 最大値 3

1
3 をとる.

y = x
1
x最大値

(
e, e

1
e

)

x

y

O 　
☆ y = x

1
x のグラフ

y′′ = x
1
x

x4 ·
{
1− 3x+ 2(x− 1) log x+ (log x)

2
}

x > 0 において,

x = 0の近くでは y′′ は 0に近い正, x = eの近くでは y′′ は負, xが十分大きいと y′′ は正から０に近づく.

また,

lim
x→+0

x
1
x = 0 . x = 0の近傍では, y′ → 0 でもあるので, x

1
x は漸近線 y = 0 に収束.

lim
x→∞

x
1
x = 1 より, x → ∞ の漸近線は y = 1 である.

以上から, y = x
1
x のグラフは上図のようになる.
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