
　反射テスト　式変形と証明　等式の証明　応用　01
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a
が成立するとき, a, b, cのうち少なくともどれか 2つは等しいことを証明せよ.

（ S 級 2分 30秒, A級 3分 40秒, B 級 5分 40秒, C 級 8分 ）

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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2. 　 1
a
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a+ b+ c
が成立するとき, b+ c , c+ a , a+ b のうち少なくとも 1つは 0に等しいことを証明せよ.

（ S 級 3分 30秒, A級 4分 50秒, B 級 7分, C 級 10分 ）

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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　反射テスト　式変形と証明　等式の証明　応用　01　解答解説
1. 　 a
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a
が成立するとき, a, b, cのうち少なくともどれか 2つは等しいことを証明せよ.

（ S 級 2分 30秒, A級 3分 40秒, B 級 5分 40秒, C 級 8分 ）

証明
a
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= a

b
+ b
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a
（… 1⃝）が成立するとき, b+ c, c+ a, a+ bのうち少なくとも 1つは 0に等しいことを証明する.

a, b, c のうち少なくともどれか 2つは等しい. ⇔ a = b 又は b = c 又は c = a

⇔ (a− b)(b− c)(c− a) = 0　… 2⃝
この 2⃝を証明すればよい.

題意から abc ̸= 0 であるから,

1⃝　⇔　 a2b+ c2a+ b2c = ca2 + ab2 + bc2　　　← 1⃝の両辺× abc

⇔　 a2b− ca2 − ab2 + c2a+ b2c− bc2 = 0

⇔　 a2(b− c)− a(b2 − c2) + bc(b− c) = 0

⇔　 a2(b− c)− a(b+ c)(b− c) + bc(b− c) = 0

⇔　 (b− c){a2 − a(b+ c) + bc} = 0

⇔　 (a− b)(b− c)(c− a) = 0　（ … 2⃝ ）

証明終了

☆解く前に 2⃝の形がイメージできるように.
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2. 　 1
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a+ b+ c
が成立するとき, b+ c , c+ a , a+ b のうち少なくとも 1つは 0に等しいことを証明せよ.

（ S 級 3分 30秒, A級 4分 50秒, B 級 7分, C 級 10分 ）

証明
1
a

+ 1
b
+ 1

c
= 1

a+ b+ c
（… 1⃝）が成立するとき, b+ c, c+ a, a+ bのうち少なくとも 1つは 0に等しいことを証明する.

b+ c , c+ a , a+ b のうち少なくとも 1つは 0に等しい. ⇔ b+ c = 0 又は c+ a = 0 又は a+ b = 0

⇔ (b+ c)(c+ a)(a+ b) = 0　… 2⃝
この 2⃝を証明すればよい.

題意から abc ̸= 0 かつ a+ b+ c ̸= 0 であるから,

1⃝　⇔　 ab+ bc+ ca
abc

= 1
a+ b+ c

⇔　 (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) = abc　　　← 1⃝の両辺× abc(a+ b+ c)

⇔　 a2(b+ c) + a(b2 + 3bc+ c2) + bc(b+ c) = abc

⇔　 a2(b+ c) + a(b2 + 2bc+ c2) + bc(b+ c) = 0

⇔　 a2(b+ c) + a(b+ c)2 + bc(b+ c) = 0

⇔　 (b+ c){a2 + a(b+ c) + bc} = 0

⇔　 (b+ c)(c+ a)(a+ b) = 0　（ … 2⃝ ）

証明終了

☆解く前に 2⃝の形がイメージできるように.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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