
　反射テスト　三角関数　公式証明　オイラーの不等式　01

1. 　△ABCの 3辺 BC,CA,ABをそれぞれ a, b, c, △ABCの面積を S , 内接円の半径を r , 外接円の半径を Rとする. 次の式が
成り立つことを示せ. （ S 級 3分 20秒, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）

（1）　 S = 2R2 sinA sinB sinC

（2）　 S = Rr (sinA + sinB + sinC)

（3）　 r
R

= 2 sinA sinB sinC
sinA + sinB + sinC

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


2. 　△ABCの 3辺 BC,CA,ABをそれぞれ a, b, c, △ABCの面積を S , 内接円の半径を r , 外接円の半径を Rとする. 次の式が
成り立つことを示せ. 前ページの等式は証明なしにつかってよい. （ S 級 5分, A級 8分, B 級 11分, C 級 14分 ）

（1）　 sinA + sinB + sinC = 4 cos A
2

cos B
2

cos C
2

（2）　 r
R

= 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2

（3）　 r
R

= 2 cos A− B
2

sin C
2

− 2 sin2 C
2

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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　反射テスト　三角関数　公式証明　オイラーの不等式　01　解答解説
1. 　△ABCの 3辺 BC,CA,ABをそれぞれ a, b, c, △ABCの面積を S , 内接円の半径を r , 外接円の半径を Rとする. 次の式が
成り立つことを示せ. （ S 級 3分 20秒, A級 5分, B 級 7分, C 級 10分 ）

（1）　 S = 2R2 sinA sinB sinC

正弦定理から, 2R = a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

この等式から, b = 2R sinB , c = 2R sinC .

これらを三角形の面積の公式に代入して,

S = 1
2bc sinA

= 1
2 · 2R sinB · 2R sinC · sinA

= 2R2 sinA sinB sinC

（2）　 S = Rr (sinA + sinB + sinC)

正弦定理から, 2R = a
sinA

= b
sinB

= c
sinC

この等式から, a = 2R sinA , b = 2R sinB , c = 2R sinC .

これらを三角形の面積の公式に代入して,

S = (a+b+c)r
2

= 1
2 · r (2R sinA + 2R sinB + 2R sinC)

= Rr (sinA + sinB + sinC)

（3）　 r
R

= 2 sinA sinB sinC
sinA + sinB + sinC

(1),(2)から, S を消去する. R > 0 かつ 0 < A,B,C < π より, sinA, sinB, sinC は正であるから,

Rr (sinA + sinB + sinC) = 2R2 sinA sinB sinC

⇔ r
R

= 2 sinA sinB sinC
sinA + sinB + sinC

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　

http://www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html


2. 　△ABCの 3辺 BC,CA,ABをそれぞれ a, b, c, △ABCの面積を S , 内接円の半径を r , 外接円の半径を Rとする. 次の式が
成り立つことを示せ. 前ページの等式は証明なしにつかってよい. （ S 級 5分, A級 8分, B 級 11分, C 級 14分 ）

（1）　 sinA + sinB + sinC = 4 cos A
2

cos B
2

cos C
2

左辺 = sinA + sinB + sin {π − (A + B)} 　∵ 三角形の内角の和は 180◦ より, A+ B+ C = π

= sinA + sinB + sin (A + B)

= sinA + sinB + sinA cosB + cosA sinB

= sinA (1 + cosB) + sinB (1 + cosA)

= 2 sin A
2 cos A

2 · 2 cos2 B
2 + 2 sin B

2 cos B
2 · 2 cos2 A

2 　∵ 倍角公式
{

sinA = 2 sin A
2 cos A

2

cosB = 2 cos2 B
2 − 1

= 4 cos A
2 cos B

2

(
sin A

2 cos B
2 + cos A

2 sin B
2

)
= 4 cos A

2 cos B
2 sin

(
A
2 + B

2

) 　∵ 加法定理の逆　

= 4 cos A
2 cos B

2 sin
(
π
2 − C

2

) 　∵ A
2 + B

2 + C
2 = 90◦

= 4 cos A
2 cos B

2 cos C
2

（2）　 r
R

= 4 sin A
2

sin B
2

sin C
2

1(3)に 2(1)を代入して,

r
R

= 2 sinA sinB sinC
4 cos A

2 cos B
2 cos C

2

=
2 · 2 sin A

2 cos A
2 · 2 sin B

2 cos B
2 · 2 sin C

2 cos C
2

4 cos A
2 cos B

2 cos C
2

　∵ 倍角公式

= 4 sin A
2 sin B

2 sin C
2

（3）　 r
R

= 2 cos A− B
2

sin C
2

− 2 sin2 C
2

r
R

= 4 sin A
2 sin B

2 sin C
2

= 4
[
− 1

2

{
cos

(
A
2 + B

2

)
− cos

(
A
2 − B

2

)}]
· sin C

2 ∵ 積和公式

= 2 cos A−B
2 sin C

2 − 2 sin2 C
2

★オイラーの不等式　 ( Euler′s inequality )　「R >= 2r」　初等幾何による証明はこちらを参照.
r
R

= 2 cos A−B
2 sin C

2 − 2 sin2 C
2

<= 2 sin C
2 − 2 sin2 C

2 ∵ − π
2 < A−B

2 < π
2 から 0 < cos A−B

2
<= 1 , かつ sin C

2 > 0

<= −2
(
sin C

2 − 1
2

)2
+ 1

2
<=

1
2 ∴ R >= 2r

等号条件は, cos A−B
2 = 1 かつ sin C

2 = 1
2 のとき. つまり, △ABCが正三角形のときである.

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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