
　平均値の定理と不等式の証明　練習問題

★平均値の定理

　　　 f(x)が a <= x <= bにおいて連続かつ a < x < bで微分可能であるとき,

　　　　 a < c < b　かつ　 f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
　

　　　を満たす cが存在する.

1. 　正の実数 a, bがあって, a < bを満たすとき, 次の不等式を証明せよ.

（1）　 a <
ab

b− a
log

b

a
< b

f(x) = log xとおくと, a <= x <= bで連続, a < x < bで微分可能であるから,

平均値の定理より,

　 a < c < b　かつ　 f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
　を満たす cが存在する.

f ′(x) =
1

x
であるから, f ′(c) =

1

c

また, 　
f(b)− f(a)

b− a
=

log b− log a

b− a
=

1

b− a
log

b

a

ゆえに, 　
1

c
=

1

b− a
log

b

a
　… 1⃝

0 < a < c < bより,
1

b
<

1

c
<

1

a
　… 2⃝

よって, 1⃝と 2⃝より,
1

b
<

1

b− a
log

b

a
<

1

a
0 < a < bより, ab > 0であるから, これを掛けて,

a <
ab

b− a
log

b

a
< b

（2）　 ea(b− a) < eb − ea < eb(b− a)

f(x) = exとおくと, a <= x <= bで連続, a < x < bで微分可能であるから,

平均値の定理より,

　 a < c < b　かつ　 f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
　を満たす cが存在する.

f ′(x) = exであるから, f ′(c) = ec

また, 　
f(b)− f(a)

b− a
=

eb − ea

b− a

ゆえに, 　 ec =
eb − ea

b− a
　… 1⃝

a < c < bより, ea < ec < eb　… 2⃝

よって, 1⃝と 2⃝より,

ea <
eb − ea

b− a
< eb

a < bより, b− a > 0であるから, これを掛けて,

ea(b− a) < eb − ea < eb(b− a)

2. 　 x > 0のとき, 次の不等式を証明せよ.

（1）　
1

x+ 1
< log (x+ 1)− log x <

1

x

f(t) = log tとおくと, x <= t <= x+ 1で連続, x < t < x+ 1で微分可能であるから, 平均値の定理より,



　 x < t < x+ 1　かつ　 f ′(c) =
f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)− x
　を満たす cが存在する.

f ′(t) =
1

t
であるから, f ′(c) =

1

c
　　　　また, 　

f(x+ 1)− f(x)

(x+ 1)− x
= log (x+ 1)− log x

ゆえに, 　
1

c
= log (x+ 1)− log x　… 1⃝

0 < x < c < x+ 1より,
1

x+ 1
<

1

c
<

1

x
　… 2⃝

よって, 1⃝と 2⃝より, 　
1

x+ 1
< log (x+ 1)− log x <

1

x

（2）　
x

x+ 1
< log (x+ 1) < x

f(t) = log tとおくと, 1 <= t <= x+ 1で連続, 1 < t < x+ 1で微分可能であるから, 平均値の定理より,

　 1 < t < x+ 1　かつ　 f ′(c) =
f(x+ 1)− f(1)

(x+ 1)− 1
　を満たす cが存在する.

f ′(t) =
1

t
であるから, f ′(c) =

1

c
　　　また, 　

f(x+ 1)− f(1)

(x+ 1)− 1
=

log (x+ 1)− log 1

x
=

log (x+ 1)

x

ゆえに, 　
1

c
=

log (x+ 1)

x
　… 1⃝

0 < 1 < c < x+ 1より, 　
1

x+ 1
<

1

c
< 1　… 2⃝

よって, 1⃝と 2⃝より,
1

x+ 1
<

log (x+ 1)

x
< 1

x > 0より, これを掛けて, 　
x

x+ 1
< log (x+ 1) < x

（3）　 0 <
1

x
log

ex − 1

x
< 1

f(t) = etとおくと, 0 <= t <= xで連続, 0 < t < xで微分可能であるから, 平均値の定理より,

　 0 < c < x　かつ　 f ′(c) =
f(x)− f(0)

x− 0
　を満たす cが存在する.

f ′(t) = etであるから, f ′(c) = ec　　　また, 　
f(x)− f(0)

x− 0
=

ex − e0

x
=

ex − 1

x

ゆえに, 　 ec =
ex − 1

x
　… 1⃝

0 < c < xより, e0 < ec < ex　⇒　 1 < ec < ex　… 2⃝

よって, 1⃝と 2⃝より, 　 1 <
ex − 1

x
< ex

真数条件を満たすので, 自然対数をとって, 　 log 1 < log
ex − 1

x
< log ex　⇒　 0 < log

ex − 1

x
< x

x > 0より, xで割って, 　 0 <
1

x
log

ex − 1

x
< 1

c⃝ 数学・算数を楽しむために（ http : //www.enjoymath.sakura.ne.jp/index.html ）　
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